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Functies uit de economie in de wiskundeles
Johan Deprez

HUBrussel, Universiteit Antwerpen, K.U. Leuven

bijbehorende slides: zie www.ua.ac.be/johan.deprez

In firma X wordt product A gemaakt. De firma heeft langetermijncontracten waardoor ze zeker is van een dagelijkse afzet van 3000 kg van haar eindproduct tegen een prijs van 11.6 EUR per kg. Om deze dagelijkse output van 3000 kg te realiseren, worden er op dit ogenblik elke dag 300 uur machinetijd en 300 uur arbeid ingezet. Een uur machinetijd kost 64 EUR en een uur arbeid 36 EUR. Er is een vaste productiekost van 5000 EUR per dag.
1. Ga na dat de firma verlies maakt.
Een reorganisatie dringt zich op. Omdat het over een kleine firma gaat, kan ze de verkoopprijs van de output en de kostprijs van arbeid en machines niet beïnvloeden. Die liggen dus vast. Een studie van de sector waarin firma X actief is, leert echter dat niet in alle firma’s dezelfde verhouding gehanteerd wordt tussen de ingezette hoeveelheid machinetijd en arbeid: firma Y zet 400 uur machinetijd en 400 uur arbeid per dag in voor een productie van 4000 kg, maar firma Z produceert dezelfde output met 200 uur machinetijd en 800 uur arbeid.
We zullen in firma X dus proberen om de ingezette hoeveelheid machinetijd en arbeid te optimaliseren. Bij het oplossen van dit probleem zullen we gebruik maken van de volgende variabelen:
· K is het aantal uur machinetijd dat op één dag in het productieproces geïnvesteerd wordt,
· L is het aantal uur arbeid dat op één dag in het productieproces geïnvesteerd wordt,
· q is het aantal kilogram output dat in één dag geproduceerd wordt,

· C is de totale dagelijkse kostprijs (in EUR),
· W is de dagelijkse winst (in EUR).
We gaan er hier van uit dat q uitsluitend bepaald wordt door K en L. De functie die dit verband beschrijft, wordt in de economie een productiefunctie genoemd. Alle firma’s met dezelfde economische activiteit hebben dezelfde productiefunctie, maar de waarde van K, L en q verschilt natuurlijk wel van het ene bedrijf tot het andere Veronderstel dat die productiefuntie voor de sector van de firma’s X, Y en Z gegeven wordt door een vergelijking van de vorm 
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, waarbij a, b en c strikt positieve getallen zijn (dezelfde voor alle firma’s uit de sector).
2. Bepaal uit de gegevens i.v.m. firma X, Y en Z de waarde van de parameters a, b en c.
Aanwijzing: Maak gebruik van logaritmen!
We merkten dat er verschillende combinaties van arbeid en machinetijd zijn die tot eenzelfde output van 4000 kg leiden.

3. Zoek ook een andere combinatie die tot een output van 3000 kg leidt.

4. Maak een figuur waarop je alle combinaties van arbeid en machinetijd toont die een output van 3000 kg opleveren.
5. Hoeveel mag firma X uitgeven aan productiekosten voor een output van 3000 kg om break-even te draaien (d.w.z. dat er winst noch verlies is)?
6. Geef op je figuur alle combinaties van machinetijd en arbeid weer die zoveel kosten als je in vraag 5 vond (ongeacht de output die gerealiseerd wordt).
7. Is het mogelijk om 3000 kg te produceren op een winstgevende manier?
8. We gaan nu op zoek naar de combinatie die de maximale winst oplevert. Vermits we de output, en dus ook de ontvangsten, constant houden, is dat natuurlijk ook de combinatie met de laagste kostprijs. Vind een meetkundige eigenschap waaraan het punt met de laagste kostprijs voor een output van 3000 kg voldoet en gebruik die meetkundige eigenschap om de goedkoopste combinatie te schatten a.d.h.v. je tekening.

9. Gebruik deze meetkundige eigenschap nu om de optimale combinatie van machinetijd en arbeid te berekenen.
Veronderstel nu dat de firma de ambitie heeft om uit te breiden. Bij om het even welke output q wil ze de optimale combinatie van arbeid en machinetijd.
10. Druk de goedkoopste combinatie uit in functie van q.
11. Al deze optimale combinaties vormen zelf weer een kromme. Beschrijf deze kromme. Deze kromme geeft het pad aan dat de firma moet volgen om op een optimale manier te groeien.
12. Druk nu ook de kostprijs en de winst (voor deze optimale combinaties van machinetijd en arbeid) uit in functie van q. Vanaf welke output is de firma winstgevend?
In het probleem dat we oplosten, moest een gegeven productieniveau behaald worden met minimale kosten. Het duale probleem is dat van het bepalen van de maximale productie met een gegeven budget. Je kan dat duale probleem op een gelijkaardige manier oplossen als het oorspronkelijke.
13. Veronderstel dat de firma over een budget van 40 000 EUR beschikt. Bepaal grafisch bij benadering hoeveel er maximaal geproduceerd kan worden en hoeveel machinetijd en arbeid je dan moet inzetten.
14. Bepaal de maximale productie en de benodigde machinetijd en arbeid nu exact via berekening.

15. Los het probleem nu in het algemeen op. Veronderstel dat de firma over een gegeven budget C beschikt. Je resultaten zijn uiteraard uitdrukkingen waarin C voorkomt. Geef het pad dat de firma moet volgen om op een optimale manier te groeien.
16. We hebben de bovenstaande extremumproblemen opgelost door gebruik te maken van niveaulijnen. Je kan ze echter ook oplossen door ze te herleiden tot extremumproblemen van functies van één veranderlijke. Doe dat.
Antwoorden
17. De kosten bedragen 
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 EUR per dag. De dagelijkse ontvangsten bedragen slechts 
[image: image3.wmf]800

34

6

.

11

3000

=

×

 EUR. Er is dus een klein verlies.
18. Als je de gegevens invult, krijg je drie niet-lineaire vergelijkingen. Als je vervolgens de logaritme neemt van het linker- en rechterlid van elk van deze vergelijkingen, krijg je een stelsel van eerstegraadsvergelijkingen met onbekenden a, b en 
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Met de rekenmachine vinden we de oplossing van het stelsel: 
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19. Als we 3000 invullen voor q, vinden we de vergelijking 
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, of na vereenvoudiging: 
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. We zoeken een combinatie van een waarde voor K en een waarde voor L die aan deze vergelijking voldoen. We kunnen bijvoorbeeld 
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 nemen, m.a.w. 150 uur machinetijd en 600 uur arbeid.
20. In het vlak tekenen we een assenstelsel waarbij we bijvoorbeeld L op de horizontale en K op de verticale as plaatsen. Zo kunnen we elk punt uit het eerste kwadrant laten overeenkomen met een combinatie van een zekere input aan arbeid en machinetijd. Alle combinaties die leiden tot een output van 3000 kg vormen de kromme (hyperbool) met vergelijking 
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. Willen we die met de grafische rekenmachine tekenen, dan moeten we deze impliciete vergelijking omzetten in de expliciete vergelijking 
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Economisten noemen zo’n kromme een isoquant (d.w.z. een lijn van gelijke hoeveelheid (output)).
21. Firma X is break-even als de kosten gelijk zijn aan de ontvangsten, d.w.z. 
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22. De totale kostprijs C hangt af van K en L volgens de formule 
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. Alle combinaties van arbeid en machinetijd met een kostprijs van 34 800 EUR vormen de rechte met vergelijking 
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. Economisten noemen zo’n lijn een isokostenlijn. In expliciete vorm is de vergelijking


[image: image25.wmf]625

.

465

16

9

+

-

=

L

K

.
[image: image26.emf]
23. De snijpunten van de rechte en de hyperbool zijn twee combinaties die een output van 3000 kg opleveren tegen een kostprijs van 34 800 EUR. Je ziet de twee snijpunten in de onderstaande figuur. 
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De rechte verdeelt het vlak in twee gebieden: de punten onder de rechte stellen combinaties van arbeid en machinetijd voor die minder dan 34 800 EUR kosten en de punten boven de rechte stellen combinaties van arbeid en machinetijd voor die meer dan 34 800 EUR kosten. Wij zoeken combinaties die een output van 3000 kg opleveren, maar minder dan 34 800 kosten. Die corresponderen met de punten op de hyperbool tussen de twee snijpunten. We nemen voor L bijvoorbeeld 450. De bijbehorende waarde voor K is dan 200. Je kan narekenen dat er dan 800 EUR winst gemaakt wordt (per dag).
24. Je kan bijvoorbeeld als volgt redeneren. In vraag 6 vonden we dat alle combinaties met een kostprijs van 34 800 EUR een rechte vormen. Als we de 34 800 vervangen door C, krijgen we 
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als vergelijking, m.a.w. combinaties met een vaste kostprijs vormen steeds een rechte, deze rechten zijn onderling evenwijdig en ze liggen hoger naarmate de waarde van C groter is. In de figuur hieronder zie je de rechten die corresponderen met een kostprijs van 40 000 EUR, 35 000 EUR, 30 000 EUR en 25 000 EUR.
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Met elk punt van de hyperbool correspondeert zo’n rechte. De goedkoopste combinatie komt overeen met het punt op de hyperbool waarvoor de isokostenlijn zo laag mogelijk ligt. Het gaat over het punt waarvoor de isokostenlijn raakt aan de hyperbool. Dat is de meetkundige eigenschap die we moesten vinden. Op de figuur lezen we af dat de L-waarde van het punt in kwestie ongeveer 400 is.
Het punt in kwestie voldoet nog aan een andere, eenvoudiger eigenschap: de isokostenlijn en de hyperbool snijden elkaar daar in juist één punt. Deze eigenschap zullen we hier echter niet verder gebruiken.
25. We zoeken het punt van de isoquant waarin de helling gelijk is aan die van de isokostenlijnen:
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Zo vinden we dat 
[image: image33.wmf]400

=

L

. De bijbehorende waarde voor K is 225. De kostprijs is dan 33 800 EUR. 
26. De isoquant heeft nu vergelijking 
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 (waarbij we doen alsof q een vaste, maar niet gekende waarde heeft), of nog:
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De eis dat de helling van de isoquant gelijk is aan de helling van de isokostenlijnen wordt nu
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Zo vinden we de waarde van L en vervolgens ook van K:
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27. De uitdrukkingen voor K en L uit de vorige vraag tonen dat het gaat over alle (positieve, reële) veelvouden van 
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. Het gaat dus over een (halve) rechte door de oorsprong. Als we q elimineren, vinden we de vergelijking van de rechte: 
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28. De kostprijs is
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De winst is dan 
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. Vanaf een output van 2500 kg per dag is de firma winstgevend (mits ze de goede verhouding hanteert tussen de inzet van machinetijd en arbeid!).

29. We kunnen grosso modo op dezelfde manier tewerk gaan als bij het oorspronkelijke probleem. De onderstaande figuur toont de isokostenlijn van niveau 40 000.
[image: image43.emf]
We zoeken de waarde van q zo dat de bijbehorende isoquant raakt aan de isokostenlijn. Dat doen we via ‘trial and improve’. In het oorspronkelijke probleem vonden we dat we 3000 kg konden produceren met een budget van 33 800 EUR. Met een budget van 40 000 EUR zullen we dus meer dan 3000 kg kunnen produceren. De onderstaande figuur links toont dat het niet haalbaar is om 4000 kg te produceren. De middelste figuur toont de isoquant van niveau 3500. Deze productie kan wel gehaald worden maar is niet optimaal.
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Enkele pogingen later schatten we dat de optimale productie rond 3625 kg ligt en lezen we schattingen af voor de hoeveelheid machinetijd en arbeid.
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30. De berekening is minder rechttoe rechtaan dan in het oorspronkelijke probleem. We zoeken q, K en L zo dat de isoquant van niveau q in het punt 
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 raakt aan de gegeven isokostenlijn. Een willekeurige isoquant heeft vergelijking
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We bepalen het punt van de isoquant waar de helling gelijk is aan de helling van de isokostenlijnen. De voorwaarde is
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Dit geeft
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Nu drukken we nog uit dat dit punt op de gegeven isokostenlijn moet liggen:
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Hieruit vinden we dat
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31. We kunnen de berekening uit het vorige antwoord volledig kopiëren, op de laatste stap na. Als we uitdrukken dat het budget gelijk is aan C, krijgen we
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Hieruit vinden we dat
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De meetkundige plaats van de punten die met deze optimale combinaties corresponderen, is de (halve) rechte door de oorsprong en het punt 
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. Het gaat (uiteraard!) om dezelfde (halve) rechte als in vraag 11.
32. We lossen het oorspronkelijke extremumprobleem op door het te herleiden tot een extremumprobleem met een functie van één veranderlijke. We zoeken de waarde van K en L zo dat 
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 minimaal is onder de voorwaarde dat 
[image: image63.wmf]3000

10

5

.

0

5

.

0

=

L

K

. Met behulp van de voorwaarde kunnen we K uitdrukken in functie van L: 
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We vinden dat C minimaal is als 
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