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Kennismaking

ASO - TSO?
« veel — weinig uren wiskunde?

* niet - een beetje - goed vertrouwd met
gebruik van T183/84: basis?

* ... 1 voor rijen/recursieve vergelijkingen?
* ... :voor matrices?

LEOVEN

Kennismaking

» EHSAL = economisch hoger onderwijs van 2 cycli,
wiskunde en statistiek in de kandidaturen/Bachelor

EHSAL

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
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oo
* stuurgroep T3 ” ‘

TEUROPE

« redactie Uitwiskeling ?&%? |
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Discrete dynamische systemen: wiskundige
modellen met rijen, vectoren en matrices

» vandaag: rijen, recursievergelijkingen
volgende week: vectoren en matrices
« grafische rekenmachines ter beschikking
« afwisseling tussen
— luisteren en kijken

je mag meedoen met je rekenmachine, maar ik
heb niet de mogelijkheid om je ondertussen te
helpen

— zelf aan het werk

LEOVEN

Materiaal bij sessie 1

* kopie van de slides in map, ook op
home.scarlet.be/~p1925850/vliebergh_april_2005

» werkteksten om tijdens de sessies te
gebruiken

« tekst om achteraf te lezen (in map, niet
letterlijk wat in de sessie aan bod komt)
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Recursieve vergelijkingen: waar te
gebruiken?

* leerplan 3de graad ASO - 6u:

— “De leerlingen kunnen problemen met betrekking
tot discrete veranderingsprocessen wiskundig
modelleren en oplossen. (DI3)”

— keuze-onderwerp iteratie
— vrije ruimte
» discrete veranderingsprocessen/iteratie ook

toegankelijk voor andere richtingen in ASO en
TSO
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Bronnen (0.a.)

J.D. en Jan Roels,
Discrete dynamische
systemen, Uitwiskeling
20/3, mei 2004

(= tekst om achteraf te
|ezen) JAARGANG 20 NUMMER 3 et 2008
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Bronnen (0.a.)

Wiskundige begrippen
en_methoden
C. BII’O nt, J . D s mnruenessmmnmllletuum’swmuggnmzrp“;!;
Wiskundige begrippen en o

methoden — deel 3, Lo
Wolters-Plantyn, 1998
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Met andere ogen kijken naar
een klassieker ...

1 )
Voor de aanleg van een brug over een spoorweg moet zand =

aangevoerd worden. Op de plaats waar het zand gewonnen
wordt, is er een kleine vijver van 900 m2, die door de
graafwerken vergroot wordt. Men wil er een grote vijver van
maken die dienst zal doen voor waterrecreatie. Elke week wordt
de vijver 150 m? groter. Bij het begin van de werken merkt een
arbeider van de graaffirma op dat een bepaalde algensoort 8 m?
van de oppervlakte van de vijver inneemt. Tijdens de volgende
weken blijkt deze oppervlakte elke week met een kwart (van de
oppervlakte die op dat ogenblik reeds ingenomen is) toe te
nemen. De arbeider maakt zich ongerust en merkt op dat hier
iets aan gedaan moet worden. De vijver zal anders vlug volledig
volgegroeid zijn met algen. Maar zijn baas ziet voorlopig geen
gevaar: "De vijver wordt toch elke week 150 groter."

LEOVEN

Met andere ogen Kkijken naar een
klassieker ...
groei (opp. van de) vijver:
* begin: 900 (m?3)
+ elke week: +150 (m?)

lineaire groei: V =900 +150¢ (eerstegraadsfunctie)

t=tijd (in weken)
tijd als continue veranderlijke: alle waarden van ¢ zijn
bruikbaar

« realistisch? (elke dag, elk uur, ... even veel?)

* in overeenstemming met gegevens?
LEOVEN

Met andere ogen kijken naar een

klassieker ...
groei (opp. van de) vijver:
* begin: 900 (m?) Vo =900

- elke week: +150 (m2) V=V _ +150

rij (beschreven door formule . .
recursievergelijking met
voor algemene term) )
beginvoorwaarde

lineaire groei: V, =900+ n-150 (rekenkundige rij)

n = tijd (in weken)
tijd als discrete veranderlijke: alleen gehele waarden

van n worden gebruikt
LEOVEN

Met andere ogen kijken naar een

klassieker ...
groei (opp. van de) vijver:
* begin: 900 (m?3) Vo =900

* elke week: +150 (m?) AV =150

rij (beschreven door formule differentievergelijking
voor algemene term) .
met beginvoorwaarde

lineaire groei: V, =900+ n-150 (rekenkundige rij)

n = tijd (in weken)
tijd als discrete veranderlijke: alleen gehele waarden
van n worden gebruikt

Met andere ogen kijken naar een
klassieker ...

A‘/n =Vn+1 _Vn 2150 geeft

Vi, =V, +150 (voor alle n=0)

oorspronkelijke recursievergelijking:
V,=V,_, +150 (voor alle n>1)

equivalente vormen!

Met andere ogen kijken naar een
klassieker ...

groei (opp. van de) vijver:
* begin: 900 (m?)

V,=900+n-150
* elke week: +150 (m?)

geeft deze rij een volledig realistische beschrijving?

neen!
 eenvoudige rij die ...
+ ... de realiteit benaderend weergeeft

LEOVEN LEOVERN LEOVERN
Met andere ogen kijken naar een Met andere ogen kijken naar een .
. . Besluit
klassieker ... klassieker ...
groei (opp. ingenomen door) algen: groei (opp. ingenomen door) algen: discreet versus continu:
* begin: 8 (m?) Ay =8 * begin: 8 (m?) Ay =8 onafhankelijke veranderlijke (vaak de tijd) neemt

« elke week: +25% of x1.25 A, =A,_ x1.25

rij (beschreven door formule . —
recursievergelijking met
voor algemene term) )
beginvoorwaarde

exponentiéle groei: A =8-1.25" (meetkundige rij)

(continu: A=8-1.25" (exponentiéle functie))

LEOVEN

+ elke week: +25% of x1.25 A, =0.25-A,

rij (beschreven door formule differentievergelijking
voor algemene term) .
met beginvoorwaarde

exponentiéle groei: A =8-1.25" (meetkundige rij)

(continu: A=8-1.25" (exponentiéle functie))

LEOVEN

alleen natuurlijke getallen als waarden aan

model:

eenvoudige rij/functie/... die de realiteit met een
zekere graad van nauwkeurigheid weergeeft

LEOVEN




Besluit

rekenkundige en meetkundige rijen als eenvoudige
discrete modellen

meetkundige rijen als model voor groeiprocessen:

« groei van een bevolking waarvan aantal geboorten
en sterften evenredig is met de bevolkingsgrootte

LEOVEN

Besluit

recursievergelijking of differentievergelijking:

« vergelijking die een verband uitdrukt tussen een
term van een (onbekende) rij en één of meer
voorgaande term(en)

wordt bij het modelleren vaak gebruikt om uit
veronderstellingen over de verandering van
opeenvolgende termen informatie af te leiden over
de rij zelf
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Medicijnspiegel

eenmalig toedienen van een dosis van 1500 mg:

na ... dagen | aantal mg
0 1500
1 1110
3 632
4 481
5 361
6 270
7 200

elke dag -25%
LEOVEN

Medicijnspiegel

elke dag toedienen van een dosis van 1500 mg:
* begin: 1500 (mg)
« elke dag: eerst x0.75, dan +1500 (mg)

H,=075-H,,+1500 H,=1500

Hoe evolueert de hoeveelheid medicijn in het bloed?

LEOVEN

« vertraagd ...
* ... stijgend
* met limietwaarde 6000

Ane+d. 7S+1so6 0| limietwaarde 6000 =
588 evenwichtswaarde
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Medicijnspiegel: vergelijking en tabel

THELE SETUP
T?l?E?Pt=BI

aThl=
Indrntt [{IEE A=k
DeFend Azk
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accolades worden door i —
de rekenmachine n=25

geplaatst !
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Medicijnspiegel: grafiek

W THOOW
nin=@
nhlax=15 o
FlotStart=1 L =0.PERUC-10+E0) L
FlotSter=1 - S
Amin=g
Hmax=15

biEscl=1

Il THOOL _—
TElototer=1 c =83z A268 .

Hacl=1 * vertraagd ...
inax=ooaa - ... stijgend
* met limietwaarde -
evenwichtswaarde 6000
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Medicijnspiegel: dynamisch evenwicht

bij evenwicht: 1500 mg verdwijnt uit lichaam
1500 mg wordt toegevoegd

HOEVEELHEID medicijn blijft gelijk, maar het
zijn niet allemaal dezelfde moleculen:
dynamisch evenwicht

evenwicht is snel te berekenen: het is het getal E
waarvoor E = 0.75E + 1500, dus E = 6000

LEOVEN

Medicijnspiegel: stabiel evenwicht

aanvankelijk 6000 mg bij volgende inname nog
medicijn in bloed 4500 mg medicijn in bloed

lemand neemt het medicijn al jaren in en vergeet een

bepaalde dag het medicijn in te nemen. Wat gebeurt er?
Flokl Flokz Flob: e e
wMin=a -

;EEE%EB.?S*u(n—l

uiRinBES0E:E
e evenwicht wordt
winhlind=

= hersteld

Als het systeem eerst in evenwicht is en daarna uit evenwicht

gebracht wordt, dan keert het terug naar het evenwicht:

stabiel evenwicht.

LEOVEN




Medicijnspiegel: evenwicht

evenwicht is het getal E waarvoor E = 0.75E + 1500,
dus E = 6000

beginwaarde komt in deze vergelijking niet voor!

evenwichtswaarde (= waarde op lange termijn) is
onafhankelijk van de beginwaarde!

LEOVEN

Medicijnspiegel: ander evenwicht?

stel dat voor goede werking een evenwicht van
7500 mg nodig is
andere dosis:

E waarvoor E =0.75E +|1875 | dus E =[7500

vertraagde uitscheiding:

E waarvoor E:E+ 1500, dus E:
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Medicijnspiegel: expliciete vergelijking

H, =1500
H,50.75- H, +1500
H,=0.75-H, +1500

=0.75‘40.75<H0 + 1500]+1500

=00.75% - H, +(0.75+1)-1500 |

H,=0.75-H, +1500
=0.75-[0.75> - Hy +(0.75+1) - 1500) + 1500
=0.75° - Hy +(0.75* +0.75+1)-1500

H,=0.75"-H,+(0.75"" +0.75"7 +...+0.75 +1) - 1500
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Medicijnspiegel: expliciete vergelijking

H,=0.75"-H,+(0.75"" +0.75" % +..+ 0.75+1) - 1500
A\ J
Yo

partieelsom van een meetkundige
rij met reden 0.75

1-0.75"
1-0.75

H,=075"-H,+ -1500

H, =0.75" - Hy +(1—0.75")- 6000
H, =(H, —6000)-0.75" +6000

H, =1500
H, =—4500-0.75" + 6000

LEOVEN

Medicijnspiegel: verklaring voor het

verloop
H, =-4500-0.75" + 6000

grafiek spiegelen
t.0.v. horizontale
as en uitrekken
met factor 4500

vertraagd dalende rij
met limietwaarde 0

LEOVEN

grafiek over 6000
eenheden
verschuiven naar

Flokl Flokz Flobs
wMin=8

e d B -4 S0EEE . TS
“r+EEEEE
uiniindB

Ry

winiing=
R a=

Oefening: kerstbomen planten
(werktekst 1)

aan het werk! ®

antwoorden: zie tekst in map (en volgende twee
slides)

LEOVEN

De tijd: een netelige kwestie

aantal bomen op het perceel op een zeker ogenblik, tijdstip

aantal gekapte bomen in een zekere periode, tijdsinterval

starten met 0
? 1 2 3 4 5 6 7
I

1ste 2de 3de 4de 5de 6de 7de
jaar jaar jaar jaar jaar jaar jaar

aantal gekapte bomen tijdens het jaa@
= 10% van het aantal bomen bij het begin van jaar 1
= 10% van het aantal bomen op tijdsti@
LEUVEN

Een bos beheren: LIST-commando’s

zex( [50v0. 3 (n-| [FAIES W
134458, 0, 1,383 | |1:5ort
300 315 33E.5 | |E:ZaordDi
: e
u :F1
WAVES 0% WAl difil
EH IR £ !
S
oot Eeat - 15E%E. 9 Tnm
S erode  [Li+d58; e, 1: 380
PlotdDou:|1306 315 358.5 .
—————|sumiAns 2
13653, 55674
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C3Ba 315 322.5 .
=L ARS

o 12BE3. 5957
L (el — 1 SRERA
-13+458. 0.1

J3.2012.15 .

R ]
== u}

Vraag en aanbod: statisch
marktmodel

vraagvergelijking (door consumenten
gevraagde hoeveelheid neemt af als de prijs  V=150—5p
hoger wordt):

aanbodvergelijking (door producenten
aangeboden hoeveelheid stijgt als de prijs ~ a=—30+4p
hoger wordt):

evenwichtsvergelijking: v=a
evenwichtsprijs en -hoeveelheid:

150-5p=-30+4p
p=20 v=a=50

Interseckion
[ — ]

LEOVEN




Vraag en aanbod: dynamisch
marktmodel

statisch marktmodel: prijs is (vast) getal
dynamisch marktmodel: prijs hangt af van de tijd

discreet, dynamisch marktmodel: prijs hangt af van de tijd en
de tijd is een discrete grootheid

dus: prijs op tijdstip 0, 1, 2, ....

dus: een rij van prijzen (en aangeboden en gevraagde
hoeveelheden):

Dos Dis Das P3seee Qs Gy Gy, Qs Vi, Vi Vs, Vs,

LEOVEN

Vraag en aanbod: vergelijking (1)
product met productietijd van ongeveer één
jaar (wintertarwe, varkens, ...)
beslissing om te produceren (en product op de
markt aan te bieden) valt één jaar véor het

effectief aanbieden

vergelijking (1), aanbod: a, =-30+4p, |

aanbod reageert met
vertraging op de prijs
LEOVEN

Vraag en aanbod: andere
vergelijkingen
vergelijking (2), vraag: v, =150-5p,
vergelijking (3), evenwicht: v, =a,

mechanisme:

prijs van jaar n— 1 bepaalt aanbod van jaar n

in jaar n stijgt/daalt prijs om evenwicht te krijgen,
d.w.z. om alles net verkocht te krijgen

er worden geen voorraden opgebouwd (product is
bederfbaar, modegevoelig, ...)

vergelijking (4), begin: p, =25
LEGVEN

Vraag en aanbod: evolutie van de
prijs berekenen

Po=25
a,=-30+4-

v, =a,=70

rechtstreeks !

via recursieve vergelijking

p,7zodat70=150-5p, » =16
=

a,=...

LEOVEN

Vraag en aanbod: recursievergelijking
(1) a,=-30+4p,,
(2 v,=150-5p,
(1)en (2)in (3): =30+4p,_, =150-5p,
p,=—0.8p,, +36

LEOVEN

Vraag en aanbod: recursievergelijking

= n
25 p,=5-(-0.8)" +20
ARz -3, S+36 n
= 16 H_I
23.2
2A7a 43| negatief = schommelend
absolute waarde <1 =

* gedempt
+ convergeert naar 0

Mip=
_J(\ECH)E'B.S*u(n—l

verschuiving:
limiet wordt
20i.p.v. 0

punten worden
verbonden
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Vraag en aanbod: is ons model
realistisch?

Kerstboom schaars en duur

Wie de kerstsfeer in huis wil
halen, moet dit jaar wat dieper
in zijn of haar portefeuille tas-

ten. De gemiddelde prijs van de
kerstbomen is met een kwart

estegen. Voor een ,,standaard”
Eoom betaal je vanaf tien euro,
waar dat vorig jaar nog zo'n
7 euro was.

,,Oorzaak is de instorting van
de prijzen_een paar jaar gele-
den”, egt kweker Huéert Dioos

uit Begijnendijk uit. ,,Particulie-
ren hebben toen geen bomen
meer geplant, waardoor er nu
een schaarste i1s.”

Ook de duurdere kerstbomen
stijgen in prijs. De populaire
zilverspar, die minder makke-
lilfk zijn naalden verliest, kost
zo'n 15 euro. En voor de echt
,,exclusieve” naaldbomen be-
taal je al snel 30 euro. (AF)

Lees blz. 8

LEOVEN

Vraag en aanbod: is ons model
realistisch?

in de realiteit ingewikkelder: b.v. vraag- en aanbodfunctie
niet de hele tijd gelijk waardoor de coéfficiénten van de
recursievergelijking veranderen, ...

Echter:

Although many of the models we examine may at first seem
to be gross simplifications, their very simplicity is a strength.
Simple models show clearly the implications of our most
basic assumptions.

(E.S. Allman, J.A. Rhodes, Mathematical Models in Biology,
Cambridge University Press)

LEOVEN

Vraag en aanbod: alternatieve
grafische voorstelling

Hﬁt_i PE’:Z Flakz
nrMin=
'j-géE)E'B.S*u(n—i MIHDDMB
asMin=
WlAMinB 2SN s A A,
= PlotStart=1 | Wnip=-2
uimnting= PlotSter=1 Yman=45
RIS wmin=-2 Wanl=5
¢§Na>f=g5 Ymin=-
. e =
via [2nd] [FORMAT] e Zg
daarna [GRAPH]
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Vraag en aanbod: alternatieve

rafische voorstelling
1ste bissectrice
y=—0.8x+36
o —
>
recursievergelijking
p,=—0.8p,_, +36

LEOVEN

Vraag en aanbod: alternatieve
grafische voorstelling

U= -0 BFUCR-11+36 _X—cobrdinaat van de cursor
is beginwaarde

= |
P —
|

[TRACE]

 —————

=

(25,0)

LEOVEN

Vraag en aanbod: alternatieve
grafische voorstelling

y-codrdinaat van de cursor
is py

[pijltie rechts]

u= -0 Bkuln-11+36

vul 25 in voor xin
y=—0.8x+36

vul 25 in voor py in
p,=—08p,, +36

LEOVEN

Vraag en aanbod: alternatieve
grafische voorstelling

p; wordt m.b.v. de 1ste
bissectrice overgebracht
van de y- naar de x-
codrdinaat

[pijltje rechts]

LEOVEN

Vraag en aanbod: alternatieve
grafische voorstelling

vul 16 in voor p; in
p, =—08p, +36

=
=
(0]
=
D
[e)
0
=
2,

LEOVEN

Vraag en aanbod: alternatieve
grafische voorstelling
SPINNENWEBDIAGRAM

enzovoort

U= -0 Buln-11+28 Opeenvolgende

waarden van de prijs:
- zie opeenvolgende
verticale lijntjes
foih. 2606 —vzzLatove OF
- zie opeenvolgende
horizontale lijntjes (op
beginterm na)

5

LEOVER

gedempt
schommelend met
limietwaarde 20:

‘spiraal’ die zich sluit
rond het snijpunt van
de twee rechten

Vraag en aanbod: verklaring voor het
verloop

rechte is dalend, d.w.z.: x; > X, = Y, < )
(en omgekeerd)

dus:py>20=>p; <20=>p,>20=> ...
dus: schommelend verloop

(20,20)

(Po> P1)

LEOVEN

Vraag en aanbod: alternatieve
grafische voorstelling
(p1> P2)

[rico| < 1
= |P-p1| < |P1-Pol

= |p3=pal < |po-ps
.

= schommelingen zijn
gedempt

‘Pz_l’l‘

(P> P1)

s =
(pl!pl) ‘pl—po‘

LEOVEN

Oefening: een ander discreet,
dynamisch marktmodel

aan het werk! @

antwoorden: zie volgende slides

LEOVEN




Een ander discreet, dynamisch
marktmodel — vraag 1

Py =25

ay, ==30+4p, =-30+4-25=70

v =150-5p, =150-5-25=25

vraag < aanbod = prijs zal dalen

= Po=0.02- (v, —ay)=0.02-(25-70)=-0.9
P =25-09=24.1

LEOVEN

Een ander discreet, dynamisch
marktmodel — vraag 2

p, =241

a, ==30+4p, =-30+4-24.1=66.4

v, =150-5p, =150-5-24.1=29.5

vraag < aanbod = prijs zal verder dalen

Py =, =0.02- (v, —a,)=0.02-(29.5 - 66.4) = —0.738
p, =24.1-0.7.8=23.362

LEOVEN

Een ander discreet, dynamisch
marktmodel — vraag 3

Pnt1 = Pn ZO'OZ'(Vn _an)
Dot — P, =0.02-(150-5p,)—(-30+4p,))

Pn =0.82p, +3.6
p,=082p, , +3.6

LEOVEN

Een ander discreet, dynamisch
marktmodel — vraag 4, 5 en 6

Een ander discreet, dynamisch
marktmodel — vraag 7

25 a5 P1r-i-1t_1 PE’:Z Flotz - ; :
wrin= .
Anz+@.32+3. & ) '-.Eén)EB.SZ*u(n—i Inrilﬁ:k?Odelg'
. . i
LEEZ (| uinfinaBL25) 9 yp
55222 23524 - ITHDOU instellen met
’ TE}]%E%EP‘l [2nd] [FORMAT]
MaH=
[TIME]
Ymin=g
‘rax=25
‘ecl=50
vertraagd dalend,
convergentie naar 20
LEUVEN

H[?1t'1 Flakz Flotz
mrin= .
[ULR B B24u 1 grafiektype
_ uE;.,,;in)EQE} instellen met [GRAPH]
AL A= ’
ealling= [2nd] [FORMAT] | | [TRACE] en
S = T
[WEB] [pijitie rechts]
L THOG = -
- u=0.Bkuin-11+%.6
amin=19
Anan=25
AsCl=5
Ymin=19
‘rax=25
‘e l=50
n=r
HEELEROOIE Y=Zl.ZYEMET
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Een ander discreet, dynamisch
marktmodel — vraag 8

dalen / convergeren naar 20 gebeurt sneller of
trager, verder geen veranderingen!

LEOVEN

Lineaire recursievergelijkingen van de eerste
orde met constante coéfficiénten en constant
rechterlid

recursievergelijkingen vande vorm ¢, +a-t,_, =b
(aen b getallen)
via gelijkaardige berekening als voorheen:
b (C bepaald
t,=C-(—a)" +—— alsa#—1 doorde
l+a beginwaarde)

a = -1: rekenkundige rij!

mogelijkheden verkennen m.b.v. ’E‘
spinnenwebdiagrammen

LEOVEN

Lineaire recursievergelijkingen van de eerste
orde met constante coéfficiénten en constant
rechterlid

verschillende mogelijkheden voor het verloop:

« vertraagd stijgend/dalend naar een stabiele evenwichtswaarde
« versneld stijgend/dalend en divergent (limiet plus of min
oneindig), met een niet-stabiele evenwichtswaarde

« uniform stijgend/dalend, divergent (limiet plus of min oneindig),
geen evenwichtswaarde

« gedempt schommelend en convergerend naar een stabiele
evenwichtswaarde

« explosief schommelend, divergent (geen limietwaarde), niet-
stabiele evenwichtswaarde

« gelijkmatig schommelend, divergent, niet-stabiele
evenwichswaarde

« constant LEGVER

Discrete logistische groei

een probleem met lineaire en exponentiéle groei:

lim p, =+oo (met p, het aantal
nyten " individuen op tijdstip n)
onbegrensde groei

logistische groei = groei met grenzen

LEOVEN




Discrete logistische groei: voorbeeld

keukenrobot Aeternum

« iedereen die er een aankoopt, is er wild enthousiast
over en maakt reclame bij vrienden en kennissen

« verder wordt er geen reclame gemaakt

* iedereen die er over hoort spreken, koopt het
toestel aan

* het toestel gaat ‘eeuwig’ mee
« er zijn 100 000 gezinnen
* nu bezitten 5000 gezinnen een Aeternum

LEOVEN

Discrete logistische groei

p, = aantal gezinnen dat een Aeternum bezit op tijdstip n

principe 1: de hoeveelheid reclame is evenredig met p,

stel dat p, = 95 000:
 er wordt veel reclame gemaakt ...

« ... maar in veel gevallen bij gezinnen die reeds een
Aeternum bezitten

« de reclame is dus weinig effectief

principe 2: de effectiviteit van de reclame is evenredig met

100 000 - p,
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Discrete logistische groei

p, = aantal gezinnen dat een Aeternum bezit op tijdstip n

uit principe 1 en 2:

Pni1 — P, is evenredig met p, x (100 000 — p,)

P — P, =0.000001- p, (100000 p,)
P =—0.000001- p> +1.1p,
p, =—0.000001- p>  +1.1p, ,
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Discrete logistische groei

gelijkmatig
stijgend

TEIDtStEP 1| versneld
stijgend

1 limiet
\ 100 000
vertraagd
stijgend

geen expliciete formule voor p, gekend!

Vscl= 1|avauaual
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Discrete logistische groei:
spinnenwebdiagram

p, =—0.000001- p> +1.1p, ,

rechte y = x en parabool y = -0.000 001x2+1.1x

1 THOI00

|
eenheid op x- en y-

as niet gelijk: y = x is rechte en parabool
niet de bissectrice! ;:Irlrz]a:nongeveer
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Discrete logistische groei:
spinnenwebdiagram

p, =—0.000001- p>  +1.1p, ,

(TRt 1T Tk MR T K T g

WTHO
TPlot

Aringd
ELEES

versneld
stijgend
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n=k
n=rBz:.9341 Y=FBEZZ.EZ4L .
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Discrete logistische groei:
spinnenwebdiagram

p, =—0.000001- p>, +1.1p, ,

1 THOICI
TP lots

u- a1 LTk RS I BT T
+ -'-J-
Aningd
ba]
1

bool gelijkmatig
\p@. stijgend

NI
H E4Z14.945  ¥=Eyzih.ONE
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Discrete logistische groei:
spinnenwebdiagram

p, =—0.000001- p> , +1.1p, ,

—- — =
WTHDT U= -Cuc=-1at g+l + 10000 ‘
TFlotStee=t |-
dnitdielos vertraagd
Mzl .
Ymir=91 000 stijgend
Ymax=181886 -
Vo l=10660 :
stabiel
HedEnc.ord yempagp.g O oMWt
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Discrete logistische groei: 3 fasen
P, — Pny =0.000001- p,_, (100000-p,_,)

pn—l
- =0.1- 1-
P, Py Pua ( 100 000)

%{_J
~Tals p,_;, <<<100000

Pn = Pna =0.1- P als...
pn zl'l pn—l alS...
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Discrete logistische groei
p,=1l1-p, jals.. p =5000-1.1" als...

in de beginfase kan logistische groei benaderd
worden door exponentiéle groei

in de context van ‘groei met grenzen’ is exponentiéle
groei realistisch zolang het aantal individuen ver
onder de draagkracht van de omgeving zit

LEOVEN

Discrete logistische groei

middenfase: bij benadering lineaire groei
eindfase: bij benadering ‘geremd exponentiéle groei’
Py = Py =0.000001- p,, (100000-p,_)

Pu-1
100 000

Py = Py =0.1-(100000 - p, ;) als p,_;, =100 000
p,=09p,, +10000als...
p, =C-0.9" +100000als...

Pn— Dny =0.1- (100000 - p,_)
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Evolutie van de bevolking van de VS

1790 | 3929214 |1900| 76 212 168

jaar | bevolking | jaar | bevolking Ii_ Fan
¢
y
[
[

1800 | 5308 483 | 1910 | 92 228 496

1810| 7239 881 | 1920|106 021 537

Tl =[
1820 | 9638 453 | 1930 | 123 202 624 Eﬂ?“z Fla
Fe

1830 | 12 866 020 | 1940 | 132 164 569

1840 |17 069 453 | 1950 | 151 325 798

1850 |23 191 876 | 1960 | 179 323 175

1860 | 31 443 321 | 1970 | 203 302 031 o

1870 | 38 558 371 | 1980 | 226 542 199 o

1880 | 50 189 209 | 1990 | 248 709 873 ma?

1890 | 62 979 766 | 2000 | 281 421 906 Ll
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Evolutie van de bevolking van de VS:

exponentiéle groei?

ExFFed LT. LFa'%
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Evolutie van de bevolking van de VS:
exponentiéle groei?

exponentiéle
UL T +PE model

WL
" LPE- P} LP"EP
L LPE- P2~ LP [F
I |

tussen de realiteit
en het exponentiéle
model

=

iLn| e Raam | m
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EFE() =,

grote afwijkingen!
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fﬁ“vgﬁ EFE(ZE) =,

o o ~
relatieve afwijkingen

Evolutie van de bevolking van de VS:
logistische groei?

_ (Kis de ‘draagkracht’
Put =Pu =7 Py(K=P,)  yande omgeving)

Hoe een goede ren Kbepalen?

Pt = P zr'(K_pn):_rpn +rK =ap, +b
Py

groeisnelheid per individu,
relatieve groeisnelheid

b
r=—a K=-—

LEOVEN

Intermezzo: relatieve aangroei bij
exponentiéle groei

exponentiéle groei: p =b-g"

Apn — pn+] _pn —

relatieve aangroei,
aangroei per individu
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Evolutie van de bevolking van de VS:
bepalen van aen b

P I DT

aliztt LP2 "> OF .

zapn +b Plotiniyﬂ Flok:

laatste element uit
LP weggelaten

FRUI=3929214
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Evolutie van de bevolking van de VS:
bepalen van aen b

Fh DF ¥ |DFOF % 1

LinkEedlax+bhy LPA
» LOFOF. Yzl
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Evolutie van de bevolking van de VS:
controle van het logistische model

=ap, +b P :apjfl +(1+b)pn71

P
Linke3a
H=anth ) =57
Eo i, 120062 9 gle10996177E -
:2 FErORAEIET
=T 1T 3237469549
P'Iot_i Flakz Flokz

aMin=a

syt d BRtYCr—1 02
+il+Bgln=12
uinlin BLE9292,
RULEES |

wiaifind=
RO

aen b via [VARS],
5:Statistics
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Evolutie van de bevolking van de VS:
controle van het logistische model

gl L Ta"+PL logistische
L
" LPL= P LP"+EF

relatieve afwijkingen
tussen de realiteit
en het logistische

Evolutie van de bevolking van de VS:
controle van het logistische model

model [F

E LFL—LF2-LF

Flukl Flotz Flobs Flotz Flobs
nMin=@ ﬁ off

sy BRky =1 2 gFel B L~ Jh
+i1+B Ui n—=12 Ry
uieifin BLF9292.. wlistiT
RULEE | MliztiP
winiing= Mark: B + B
=

F FL #EFL w1
i FL JEFL %1 1.5iEB | 1.77EE | AFZ1E
B [ Kei {9l | B
|| €ING 1l sy ) i
63E7 | EBEF_ | -1116 et . . -
paein| oger | it | afwijkingen! | | ik 255 | 20

. . Fizz1 =

FUR=32225496 LEOVER

1940-1950
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Evolutie van de bevolking van de VS:
controle van het logistische model

1 T HOOL
TFPlotSter=1
ARMin=z

Bma

Ascl=TH

‘rin=g
ey =3 TE00EEHE
‘acl=1H8REEEaHEE
draagkracht:

Kz—éz 294000 000
a

U.S. Census Bureau: in 2050 meer dan 400 miljoen
oorzaak: draagkracht is niet constant!
model 1790-1910: max. fout is 3.4%, draagkracht = 166 miljoen

Evolutie van de bevolking van de VS

In 1845 Verhulst prophesied a maximum population for Belgium of
6 600 000, and a maximum population for France of 40 000 000.
Now, the population of Belgium in 1930 was already 8 092 000. This
large discrepancy would seem to indicate that the logistic law of
population growth is very inaccurate, at least as far as the population
of Belgium is concerned. However, this discrepancy can be
explained by the astonishing rise of industry in Belgium, and by the
acquisition of the Congo which secured for the country sufficient
additional wealth to support the extra population. Thus, after the
acquisition of the Congo, Verhulst should have lowered the vital
coefficient b [onze coéfficiént al].

On the other hand, the population of France in 1930 was in
remarkable agreement with Verhulst's forecast. [...]

M. Braun, Differential equations and ther applications, 1993.
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